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Sazetak

Ovaj rad za cilj ima predstavljanje osnovnih pojmova aksiomatske se-
mantike. Prikazan je jedan sistem zakljucivanja svojstava parcijalne ko-
rektnosti i objasnjene su aksiome iz datog sistema. Na primerima je po-
kazana primena aksioma i mogucénost rezonovanja o svojstvima u impera-
tivnom jeziku while opisanom u dodatku. Rad je pisan tako da ukoliko je
to mogude, ne ostavi osnovne matematicko-logicke pojmove nerazjasnjene,
pa su i oni sadrzani u dodatku.
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1 Uvod

Formalan opis znacenja jezickih konstrukcija poput operacione i de-
notacione semantike specifikuje znacenje programa, ali se takode moze
koristiti i za dokazivanje odredenih svojstava programa. Dokazi u opera-
cionoj i denotacionoj semantici mogu biti previse detaljni da bi bili korisni
u praksi. Razlog tome je Cinjenica da su usko povezani sa semantikom
programskog jezika. Zato bi bilo pogodno da se uoce sustinska svojstva
razli¢itih jezickih konstrukata, tako da sprovodenje dokaza bude manje
zahtevno. Time biva suzen i tip svojstava koja mogu biti dokazana.

Mogu se razlikovati dve klase svojstava - svojstva parcijalne i potpune
tacnosti. Prva podrazumevaju da ukoliko se trazeni program zavrSava,
onda postoji odredena veza izmedu pocetne i krajnje vrednosti promen-
ljivih. To znaci da ova svojstva ne garantuju da ¢e se program zavrsiti.
Svojstva potpune tacnosti dodatno garantuju i da ¢e se program zavrsiti.
Sem ovih, postoje druge klase svojstava koje razmatraju i resurse koji se
koristi tokom izvrSavanja programa.

U okviru ovog seminarskog rada ¢e radi jednostavnosti biti obradivana
gotovo isklju¢ivo svojstva parcijalne korektnosti. Prilikom realizacije si-
stema za dedukovanje totalne korektnosti u [3], sustinska razlika u odnosu
na sistem za parcijalnu korektnost se ogleda u samo jednoj aksiomi®.

Ideja je da se navedu svojstva programa kao turdnje (eng. assertions).
Svaka tvrdnja je Horova® trojka oblika { P } S { Q } gde je S program,
a P i@ su predikati. Ovde P predstavlja preduslov, a Q postuslov. Intui-
tivno, znacenje trojke { P } S { Q } je

ako u pocetnom stanju vazi uslov P, i
ako se S zaustavlja kada je pokrenuto u tom stanju,
onda ¢e QQ vaziti u stanju u kojem se S zaustavilo

Treba primetiti da trojka { P } S { Q } ne zahteva da se S zaustavlja za
sva pocetna stanja koja zadovoljavaju P, nego da ukoliko se zaustavlja,
onda vazi i Q u krajnjem stanju[3, 0].

2 Osnovni pojmovi

Da bi pravila aksiomatske semantike bilo moguce primenjivati, najpre
je potrebno uvesti osnovne pojmove. U ovom poglavlju bi¢e pojasnjen
pojam sistema zaklju¢ivanja i pojam logicke promenljive. Takode ¢e biti
napravljena razlika izmedu tipova sistema.

2.1 Logicke promenljive

Pojam logicke promenljive biée ilustrovan na primeru. Postujuéi pret-
hodno opisanu formu, moZze se navesti naredna trojka

{z=n}y:=1; while~(x=1)do (y ;== zxy; x :=x—1) {y=nl An>0}

Na ovaj nacin se izrazava da ukoliko je vrednost = bila jednaka vrednosti
n neposredno pre nego §to se program koji treba da racuna faktorijel

1U pitanju je [whilet] aksioma sa parametrizovanom familijom predikata koja se koristi
kao invarijanta petlje.

2Toni Hor (eng. Sir Charles Antony Richard Hoare), britanski nauénik, dobitnik Tjurin-
gove nagrade 1980. godine.



pokrenuo, onda ¢e vrednost y biti jednaka faktorijelu broja n nakon sto
se program zavr$i — pod uslovom da se program zaista zaustavlja.

Promenljive = i y iz ovog primera se nazivaju programskim, jer se
javljaju u naredbama. Sem programskih, postoje i logicke promenljive,
koje se ne smeju pojavljati ni u jednoj naredbi. Njihova uloga je da
se “zapamte” pocetne vrednosti programskih promenljivih, a kako se ne
pojavljuju u programu, ni njihova vrednost se ne menja.

U prethodnom primeru, specijalna promenljiva n je logicka, a moze se
primetiti da ukoliko se { y=n! A n>0 } zameni sa novim postuslovom
{y==a! A x>0 }, onda takva trojka predstavlja vezu izmedu krajnje vred-
nosti y i krajnje vrednosti x, a to nije opis zeljene veze. Takav problem se
prevazilazi kori§¢enjem logickih promenljivih, jer one omogucéavaju referi-
sanje (u postuslovu) na inicijalne vrednosti programskih promenljivih[3].

2.2 Tipovi sistema zakljuc¢ivanja

Za navodenje preduslova i postuslova, razlikuju se dva suprotstavljena
pristupa. Intenzionalni pristup podrazumeva uvodenje eksplicitnog je-
zika tvrdenja (eng. assertion language) ¢ije formule sluze za predstavljanje
stanja programa. Takav jezik mora biti veoma ekspresivan, kako bi sve
preduslove i postuslove bilo moguée opisati. Ekstenzionalni pristup se u
izvesnom smislu moze tumagciti kao laksi od pomenuta dva, pa ¢e u na-
stavku jedini biti razmatran. Ideja je da se stanja predstave kao predikati,
tj. funkcije oblika Stanje — T?. Stoga se znacenje { P } S { Q } moze
preformulisati kao: P vazi za stanje s i ako se S moze izvrsiti s pocetnim
stanjem s tako da rezultuje stanjem s’, onda Q vaZi za stanje s’. S obzirom
da se bilo koji predikati mogu koristiti, gorepomenuti problem sa ekpre-
sivno$§éu biva prevaziden. Notacija koriséena u nastavku teksta opisana
je u dodatku A.

Svakom bulovskom izrazu b se dodeljuje semantika u vidu predikata
B[b]. U nastavku ¢e se podrazumevati da izraz b moze sadrzati i logicke
i programske promenljive, tako da prethodno prikazan preduslov x = n
predstavlja primer bulovskog izraza. Moze se pokazati da vaze sledeci
stavovi[3]:

o Blblz — a]] = Blz — Ala]] za svako bia

° B[[b1 N bz]] = B[[bl]] A Bl[bzﬂ za svako b1 1 b

o B[-b] = -B[b] za svako b

3 Sistem zakljucivanja

Skup aksioma i pravila sac¢injava sistem zaklju¢ivanja koji ¢e biti korigéen
kako bi se iskazala parcijalna korektnost tvrdenja. Sve formule u ovom
sistemu se zapisuju u ve¢ pomenutom obliku Horovih trojki { P } S { Q },
gde je S naredba While? jezika, a P i Q su predikati. Aksiome i pravila
su navedena u tabeli 1.

3.1 Aksiome sistema parcijalne korektnosti

Aksioma naredbe dodele [assp] se zapisuje kao

{P[z — Ala]]} z :=a {P}

3Pomenuti skupovi su pojasnjeni u dodatku A.
4Jednostavan imperativni jezik detaljno opisan u [3]. Radi kompletnosti, u dodatku B se
takode nalazi kratak opis u vidu Bakus-Naurove forme.



i podrazumeva da izvrSavanje naredbe x := a zapocinje u stanju s koje
zadovoljava Pz — A[a]], tj. u stanju s u kojem s[z — A[a]]s] zadovo-
ljava P. Ono §to je izrazeno aksiomom je da ukoliko se izvrSavanje izraza
x = a zaustavlja (8to ¢e u ovom slucaju uvek biti ta¢no) onda ée krajnje
stanje zadovoljavati P.

Aksioma preskakanja [skipp] je oblika

{ P} skip{ P}

i kazuje da ukoliko je P zadovoljeno pre nego sto je skip izvrSeno, tada
¢e takode biti zadovoljeno i u trenutku kad se zaustavi. Nije potrebno
posebno naglasavati uslov zaustavljanja s obzirom da skip naredba “ne
radi nista”.

Aksiome [assp] i [skipp] su zapravo sheme aksioma koje Eine razlicite
aksiome, zavisno od odabira predikata P. Preostale aksiome daju nacin
zakljucivanja o slozenim konstruktima, koristeéi tvrdenja o jednostavnijim
delovima.n

Pravilo slaganja [compyp] je dato sa

{P}1si{Q}L {Q}Si{R}
{P}S; S2{R}

Njime se kazuje da ukoliko P vazi pre izvrSavanja Sp; Sz i ukoliko se
program zaustavlja, onda se moze zakljuciti da R vazi i u krajnjem stanju,
ali uzimajudéi u obzir da postoji predikat @ za koji se moze zakljuciti da

e ako je program S pokrenut u stanju u kom je P bilo zadovoljeno, i
program se zaustavlja, tada ¢e u krajnjem stanju vaziti @, i

e ako je program S> pokrenut u stanju u kom je @ bilo zadovoljeno, i
program se zaustavlja, tada ¢e u krajnjem stanju vaziti R.

Pravilo grananja [ifp] je dato sa

{BIAP} S {Q}{-BBIAP}S{Q}
{P}ifbthen Sielse So { Q}

Ono kaze da ukoliko je ¢f b then Sy else S pokrenuto u stanju u kom
je vazilo P i program se zaustavlja, tada ¢e @) vaziti u finalnom stanju,
ukoliko su zadovoljene naredne dve stavke

e ako je program S; pokrenut u stanju u kom je P bilo zadovoljeno, i
program se zaustavlja, tada ¢e u krajnjem stanju vaziti @, i

e ako je program S pokrenut u stanju u kom je P i —b bilo zadovoljeno,
i program se zaustavlja, tada ¢e u krajnjem stanju vaziti Q.

Pravilo iterativnog tvrdenja [whilep] se zapisuje kao

{B|AP}S{P}
{ P} whilebdo S { -B[b] AP }

Predikat P se naziva invarijantom while-petlje. Invarijanta vazi i pre i
posle izvrsavanja tela petlje (tj. programa S). Pravilo kaze da ukoliko
dodatno vazi da je b tatno pre svakog izvrsavanja tela petlje, onda ¢e —b
biti ta¢no nakon sto se while-petlja zaustavi.

Poslednje pravilo zaklju¢ivanja u ovom aksiomatskom sistemu je

[(PI5{qQ) e l=ri@=0

Ono se naziva pravilom posledice (eng. rule of consequence) i daje moguénost
pojacavanja preduslova P’ i slabljenje postuslova Q'[3].



Cinjenica da trojka { P } S { Q } moze biti dokazana, se zapisuje kao
Fo { P} S {Q} Dokaz (tj. stablo izvodenja) se naziva prostim ukoliko
je korigéena samo jedna aksioma[3]. Jedinstvenost stabla za datu trojku
ne vazi u opstem sluc¢aju. Visestrukom primenom [consp| se mogu dobiti
dokazi razlic¢itih duzinal4].

[assp) {Plz — Ala]]} = a {P}

[skipy] { P} skip{ P}

[comp,] {risi{@r{@}si{R}
o {P}S; S {R}

{B[AP} S {Q}{-BB[AP}S{Q}
{P}ifbthen Sy else So { Q }
{BjAP}S{P}

{ P } while bdo S {—B[b] AP }
{Pys{e}
{P}s{Q}

[ifp]

[whiley)

[cons,] ako PP=PiQ = Q

Tabela 1: Aksiomatski sistem parcijalne korektnosti

3.2 Osobine aksiomatskog sistema

Sistem je pouzdan® (eng. sound) ukoliko je svako parcijalno svojstvo
koje se pomocéu njega zakljuci takode i semanticki ta¢no. Za sistem za-
klju¢ivanja se kaze da je potpun (eng. complete) ukoliko vazi suprotan
smer, tj. ukoliko neko svojstvo parcijalne ta¢nosti vazi u odredenoj se-
mantici, onda se takode moze pronaéi i dokaz u sistemu zakljucivanja.
Sistem parcijalnog zaklju¢ivanja dat u 1 je i pouzdan i potpun[3].

Za tvrdenje parcijalne korektnosti { P } S { @ } se kaze da je valjano
ako i samo ako za svako stanje s vazi da

ukoliko je P s = tt i (S,s) — s’ za neko s', onda je Qs' = tt
Valjanost tvrdenja se oznacava sa
Fp{P}S{Q}

Svojstvo pouzdanosti se onda moze izraziti kao

Fp { P} S{Q}implicira Fp { P} S{Q}
a svojstvo potpunosti kao

Fp { P} S{Q}implicira b, { P} S{Q}
U [3] se moze pronaéi dokaz® naredne teoreme

Ep{P}S{Q}akoisamoako F, {P}S{Q}

5Prevod preuzet iz [5].
6Sprovodi se indukcijom po duzini stabla izvodenja u datom sistemu.



4 Primeri rezonovanja

Primer 4.1 Razmotrimo naredbu while true do skip.

Iz aksiome [skipp| sledi
Fp { true } skip { true }
Kako vazi (true A true) = true, moZe biti primenjeno [consp| i to daje
Fp { true A true } skip { true }
Iz pravila [whiley] dobija se
Fp { true } while true do skip { —true A true }
Kako je —true A true = true, ponovnom primenom [cons,] dobija se
Fp { true } while true do skip { true }

d

Iz prethodnog primera je lako uociti da se iz { P } S { @ } ne garan-
tuje da ¢e se S zavrsiti u stanju koje zadovoljava Q). Kada bi to vazilo,
{ true } while true do skip { true } bi znacilo da se program uvek zavrsava,
a to nije slucaj[3].

Primer 4.2 Dokazati da sledeéi program racuna kolicnik i ostatak pri
deljenju.
{@=0)A(y>0)}
q:=0; r:=x; while (r>y)do(¢g:i=q+1; r:=r—y)
{w=gxy+r)AO<r)A(r<y)}

Radi citljivosti, zapis {(x = qgxy+71)A(0<71)A(r <y)} ée oznacavati
predikat P za koji vazi

Ps=(sz=(sq*(sy)+(r)A0=<(sm)A((s7)<(s))
Najpre se definise predikat INV koji predstavlja invarijantu while-petlje:
INVs=(sz=(q)*(sy)+(sr)A0<(s7)))

Dva puta se primenguje aksioma dodele [assp]
Fp { INV[g—q+1] } ¢:=q¢+1 {INV }

Fp { UNV[g g+ 1)[r—=r—y]l yri=r—y { INV[g—q+1] }

Na prethodna dva tvrdenja se moZe primeniti [compp)
Fp{ (Plg= g+ )r=r—yl}ri=r—y ¢=q+y{ P}
Koristimo turdenje
(r>y)ANINV)= (INV[g— q+ 1]))[r — r —y]
Primenom pravila [consy| se dobija

{(r=y) NINV }re=r—y; q:=q+1{INV }



Sada se moze primeniti pravilo [while,]
Fr {INV }
while (r>y) do (r:=r—vy; ¢:=q+1)
{=(r=zy) ANINV }
Iz definicije invarijante sledi
S(r>y) AINV = (z=qxy+r)ANO<r)A(r<y)
pa se primenom pravila [consy| zakljucuje
F, {INV }
while (r >y) do (r:=r—y; ¢g:=q+1)

{x=qgxy+r)ANOZr)A(r<y)}

Dvostrukom primenom aksiome dodele [assp] se dobija
Fp { INV[g—0] } ¢g:=0{INV }
Fo { UNV[g—0)[r—2z] } r:=2z { INV[g— 0] }
Naredno tvrdenje trivijalno vazi
(x> 0)A(y>0)= (INV]gr— 0])[r— z]
Kada se dva puta primeni [consp|, dobija se

Fp{(@>0)A(y>0)}r:=2; ¢:=0{INV }

Fo{(z20)A(y>0)}
r:=ux; q:=0; while (r>y)do (r:=r—y; ¢:=q+1)
{w=gxy+r)AO<r)A(r<y)}

Sto je bilo i potrebno dokazatif1]. O
Primer 4.3 Treba dokazati naredni program za izracunavanje faktorijela.
{z=n}
y:=1; while ~(x =1) do (y:=y*z;z:=2—1)

{y=nl A n>0}

Radi citljivosti, zapis y = n! An > 0 ée oznacavati predikat P za koji vazi

Ps=(sy=(sn)!Asn>0)

Dokaz ée biti sproveden u velikom broju koraka. Najpre se definise predikat
INV koji ée predstavljati invarijantu while-petlje:

INV s = (s x>0 implicira ((sy)*x (s z)! = (s n)! in>s x))
Dalje ée se razmatrati telo petlje koristeéi [assp)

Fp { INVlzsz—1] }z:=2—1{INV }



Slicno se dobija i
Fo{ UNVz—2—-1))ly—yx*z] }y:=y*xz { INV[z—z—-1] }
Sada se na prethodna dva tvrdenja moze primeniti [compp|
Fp { UNV[z—=z—1)|y—yxz] }y:=y*xz; z:=x—1{ INV }
Bez dokazivanja, bice iskoriséena naredna tvrdnja
(7(x=1)ANINV)= (INVz =z —1])[y — y * z]
Pa se korigéenjem [consy| dobija
Fp{ (z=1)AINV }y:=yxz; z:=x—1{INV }
Sada moze da se primeni [whilep)
Fo { INV }
while 7(x =1) do (y:=y*x; x:=x—1)
[~z =1) AINV }
Iz definicije invarijante petlje sledi
(=(x=1))AINV = y=nl A n>0
pa se primenom [cons,| dobija
Fp { INV } while ~(z =1) do (y :=y*z; z:=2—1){ y=nlAn>0}
Primenom aksiome [assp] na naredbu y := 1 se dobija
Fp { INV[y—1] } y:=1{ INV }
Koristeéi se definicijom invarijante i prethodnom trojkom, zakljucuje se
r=n=INV[yw—1]
zajedno sa [consy| se dobija
Fp{z=n}y:=1{INV}
Konacno, moZe se primeniti [comp,] i tada se dobija da
Fp{z=n}
y:=1; while 7"(x=1)do (y:=y*x; x:=x—1)
{y=nl An>0}
§to je bilo i potrebno dokazatif3, 0]. O

Jos neki od primera koji se sreéu u literaturi [6, 1] su dokazivanje
programa koji izvrsava Euklidski algoritam i programa koji racunaju Fi-
bonacijev niz. Jednostavniji primeri koji se odnose na osnovne pojmove,
mogu se nadéi u [1].



5 Zakljucak

Sistem aksiomatske semantike opisan u ovom seminarskom radu pruza
mogucnost dokazivanja svojstava parcijalne korektnosti. Jedna od pred-
nosti takvog formalnog sistema je u mogucénosti preciznog opisivanja po-
stupaka tokom rezonovanja, da postoji nada da ¢e veliki deo posla biti
automatizovan u buduénosti. Postoje odredeni aspekti koji iz razloga
obimnosti nisu pokriveni ovim radom, a to je verifikovanje procedura,
verifikovanje koda koji se izvrSava konkurentno, prosirivanje sistema koji
rezonuju parcijalna svojstva, klasa svojstava koje u obzir uzimaju i resurse
tokom izvrSavanja programa. Jezik while predstavlja ilustraciju konce-
pata aksiomatske semantike i njenih potencijala, te otvara vrata onima
koji se prvi put susre¢u sa aksiomatskom semantikom.

Literatura

[1] Mike Bond. Cse 6341: Foundations of programming languages, No-
vember 2014.

[2] Univerzitet u Beogradu Milena Vujosevi¢ Janici¢, Matematicki fakul-
tet. Materijali i slajdovi sa predavanja.

[3] Hanne Riis Nielson and Flemming Nielson. Semantics with Applica-
tions: A Formal Introduction. John Wiley & Sons, Inc., New York,
NY, USA, 1992.

[4] Noam Rinetzky. Advanced course: Program analysis and verification,
March 2014.

[5] Rozilia Sz. Madardsz. Matematicka logika. http://sites.dmi.rs/
personal/madaraszr/. Online; Novi Sad, novembar 2012.

[6] Mooly Sagiv. Advanced topics in programming languages, April 2012.

A Notacija

Ovakav vid notacije je u potpunosti preuzet iz [3]. Najpre ¢ée biti
definisani numericki literali (eng. numerals), a u nastavku se pretpostavlja
da su oni predstavljeni u binarnom sistemu. Njihova apstraktna sintaksa
se moze predstaviti kao

nu=0|1|n0|nl

Za definisanje broja koji je predstavljen numerickim literalom, uvodi se
funkcija

N :Num — Z

Naziva se semanticka funkcija, jer definiSe semantiku numerickih literala.
Ako je n € Num, onda se primena funkcije N na n zapisuje N[n].
Generalno, primena semanticke funkcije na sintaksne entitete se zapisuju
u okviru “sintaksnih” zagrada “[” i “]” umesto uobicajenih “(” i “)”. Ove
zagrade nemaju posebno znacenje.

Semanticku funkciju NV se definiSe pomoéu slede¢ih semantickih iskaza:

N[O] =0
N[ =1
2

N[n 0] = 2% N[n]


http://sites.dmi.rs/personal/madaraszr/
http://sites.dmi.rs/personal/madaraszr/

Nnl] = 2xN[n] +1

Ovde su 1 i 2 elementi iz skupa Z. Znakovi * i 4+ su aritmeticke ope-
racije nad brojevima sa uobicajenim znacenjem. Prethodna definicija je
primer kompozicijske definicije — za svaki moguéi na¢in konstrukcije nu-
merickog literala, navodi se kako se odgovarajué¢i broj dobija od znacenja
potkonstrukata (eng. subconstructs).

Primer A.1 Broj N[101] koji odgovara numerickom literalu 101 se moZe
izracunati na sledeci nacin:

NT101] = 2*N[[10]]+1
= 2% (2« N[1]) +1
= 2% (2*1)+
=5

Niska 101 je dekomponovana prema sintaksi za numericke literale.

Funkcija NV je dobro definisana’ totalna® funkcija.

A.1 Semanticke funkcije

Potrebno je uvesti pojam stanja — vezuje promenljivu sa njenom tre-
nutnom vrednoS¢u. Stanje se predstavlja kao funkcija koja preslikava pro-
menljive u vrednosti, tj. kao element skupa

Stanje = Prom — Z

Svako stanje s odreduje neku vrednost, $to se zapisuje kao s z, za svaku
promenljivu z iz Prom. Dakle, ako je s ¢ = 3, onda je vrednost x + 1
u stanju s jednako 4. Ovo je, u stvari, jedna od nekoliko reprezentacija
stanja. Jedna od moguénosti je upotreba tabele, u ¢ijoj se jednoj ko-
loni nalaze promenljive, a u drugoj odgovarajuée vrednosti promenljivih.
Stanja se mogu predstavljati i kao “liste” oblika:

[2—5, y—T, 2—0]

U svakom slucaju mora biti obezbedeno da ta¢no jedna vrednost bude
vezana za svaku promenljivu. Time §to se zahteva da stanje bude funkcija,
ovaj uslov je trivijalno zadovoljen.

Za dati artimeticki izraz a i stanje s moze se odrediti vrednost tog
izraza. Zbog toga se znacenje aritmetickih izraza definiSe kao totalna
funkcija A koja prima dva argumenta — sintaksnu konstrukciju i stanje.
Funkcija A se opisuje pomoéu

A : Aexp — (Stanje — Z)

Definicija funkcije koja opisuje aritmeticke izraze je data u tabeli 2.
Vrednosti bulovskih izraza su istinitosne vrednosti, pa se njihovo znacenje
definiSe na slican na¢in pomoéu totalne funkcije:

B : Bexp — (Stanje — T)

Ovde T sadrzi istinitosne vrednosti tt (za tacno) i ff (za netacéno). Defi-
nicija funkcije koja opisuje bulovske izraze je data u tabeli 3.

"Funkcija f : A — B je dobro definisana ako za svako a € A postoji jedinstveno b € B
za koje vazi f(a) = b.

8Funkcija f : A — B je totalna ako za svaki argument a € A postoji ta¢no jedan element
b € B tako da vazi f(a) = b.
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Aln]s = N[n]
Alzx]s = sz
Alar + az2]s = Alai]s + Afaz]s
Alar *az]s = Afa1]s * Afaz]s
Ala; —az]s = Alai]s — Afaz]s
Tabela 2: Semantika aritmetickih izraza
Bltrue]s = tt
B[ false]s = ff
tt  ako Afai]s = Afaz]s
B = =
lar azls ff  ako Afai]s # Alaz]s
tt  ako Afai]s < Afaz]s
Bla; < =
lar < azls ff  ako Afai]s > Alaz]s
BL- b]s _ tt ako B[b]s = ff
ff  ako B[b]s = tt
B[ b]s _ tt  ako B[bi]s = tt z .[j’[[bQ]]s = tt
ff  ako Blbi]s = ff ili Blbe]s = ff

Tabela 3: Semantika bulovskih izraza

Da bi se olaksala ¢itljivost, uvode se naredna pojednostavljena zapisa

P AP, za P gdeje Ps= (P, s)i(Pys)
Pl\/PQ Z&PgdeJePSZ(PlS)lh(PQS)
-P za P’ gde je P’ s = —(P s)

Plz — Ala]] za P’ gde je P' s =P (s[z — Ala] s])
P =P za Vs € Stanja : P; s implicira P s

A.2 Supstitucija

Potrebno je definisati supstituciju, tj. zamenu svakog pojavljivanja
neke promenljive y u aritmetickom izrazu a nekim drugim aritmetickim
izrazom ag. Koristi se zapis a[y — ao] za oznacavanje tako dobijenog arit-
metickog izraza. Upotrebljava se i notacija za supstituciju (ili azuriranje)
kod stanja. DefiniSe se sy — v] kao stanje koje je isto kao s, osim $to
vrednost koja je vezana za y je v.

Supstitucija u kontekstu funkcija definisana je na sledeéi nacin. Neka
jef: X =Y, € Xiye€Y,ondaje flt = y|] : X — Y funkcija
definisana kao

ako je x = 2’

fle =yl o’ = {‘%

f z', inace
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A.3 Tranzicione relacije
Razmatraju se dva razlicita pristupa operacionoj semantici:

e Prirodna semantika (eng. natural semantics), ¢ija svrha je opisivanje
kako se doslo do sveukupnog rezultata izvrSavanja.

o Strukturna operaciona semantika (eng. structural operational seman-

tics), koja opisuje kako se odigravaju pojedinac¢ni koraci izracunavanja[2].

Zapis (S, s) oznacava da se naredba S izvrsava iz stanja s, a kada se
zapis s nalazi van “(” i “)” zagrada, onda predstavlja zavrsno stanje. U
prirodnoj semantici se posmatra veza izmedu pocetnog i zavrsnog stanja.
Ta tranziciona relacija se zapisuje pomoéu

(S, s) = s

U strukturnoj operacionoj semantici naglasak je na pojedina¢nim kora-
cima izvr8avanja. Tranziciona relacija se zapisuje

(S, 8) =7

i tumaci kao prvi korak izvrSavanja naredbe S u stanju s koje vodi do
stanja . Stanje v moZe biti (S’, s’} ili s’. U prvom sluéaju, izvrsavanje
S nije zavrseno i izraCunavanje koje je preostalo predstavljeno je konfigu-
racijom (S’, s’). U drugom sluéaju, izvrsavanje S se zavr$ilo i zavrino
stanje je s’.

B Wihile jezik

While je jednostavan imperativni programski jezik definisan u [3].
Meta-promenljive i kategorije koje se koriste za opis jezika su:

n uzima vrednosti iz opsega numerickih literala, Num
z uzima vrednosti iz opsega promenljivih, Var

a predstavlja aritmeticki izraz iz Aexp

b predstavlja bulovski izraz iz Bexp

S predstavlja naredbu iz Stm

Numerali mogu biti niske cifara, a promenljive niske slova ili cifara koje
zapocinju slovom. Struktura ostalih konstrukcija je sledecéa:

a s==nlxz|a + a2]ar * az| a1 — a2
b u=true | false |a1 = a2 a1 < a2 | —b| b1 A b2
S u=2x:=a| skip| Si; S2|if bthen Si else Sy | while b do S

Uloga naredbe u While jeziku je promena stanja. Na primer, ako je
T vezano za 3 u stanju s i izvrsi se naredba x := x 4 1, onda se dobija
novo stanje u kojem je x vezano za 4.
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