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Апстракт

Рачунарски системи су постали незаменљиви део живота савреме-
ног човека. Скоро да не постоjи област људске делатности у коjоj се
не користе рачунари и неки софтвер специjализован за ту делатност.
Неисправан софтвер може изазвати озбиљне проблеме, па jе веома ва-
жно утврдити да ли jе софтвер исправан. Тиме се бави верификациjа
софтвера. Jедна од техника верификациjе софтвера jе апстрактна
интерпретациjа. У овом раду биће приказана теориjска основа ове
технике провере исправности софтвера, као и неки примери.
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1 Увод
Верификациjа софтвера бави се провером да ли дати софтвер за-

довољава дату спецификациjу, односно да ли резултат рада софтвера
за дати улаз одговара спецификациjи софтвера. У верификациjи
софтвера издваjаjу се технике статичке и динамичке верификациjе
софтвера[5]. Технике динамичке верификациjе софтвера утврђуjу ис-
правност софтвера покрећући га, извршаваjући га и провераваjући
да ли резултат одговара спецификациjи. С друге стране, технике ста-
тичке верификациjе утврђуjу исправност софтвера не покрећући га,
већ анализираjући његов код.

Статичка верификациjа софтвера може се вршити ручно — пре-
гледањем изворног кода и његовом провером. Ручно верификовати
софтвер jе веома споро, па jе пожељно аутоматизовати оваj процес,
уколико jе то могуће. Неки од метода коjа омогућава аутоматизациjу
просеца верификациjе софтвера jесу формални методи верификациjе.
Формални методи засновани су на томе да се услови исправности соф-
твера искажу математичким тврђењима на формалном jезику неке
математичке теориjе. Метод апстрактне интерпретациjе jе jедан фор-
мали метод верификациjе софтвера и заснован jе на теориjи апрокси-
мациjе [1].

Наjзанимљивиjа своjства програма су неодлучива, тj. ниjе могуће
конструисати алгоритам коjи их утврђуjе потпуно прецизно. Познато
jе да jе халтинг проблем[4] неодлучив. Већина своjстава програма
могу се свести на халтинг проблем. Ипак, неодлучивост халтинг про-
блема ниjе потпуно ограничаваjућа. Морамо се одрећи захтева да ал-
горитмом и–ош—и–уно и–рецизно утврдимо да ли неко своjство програма
важи или не. Зато jе неопходно вршити апроксимациjе.

Апроксимациjе коjе се врше мораjу испуњавати следећи услов: ако
за конкретан улаз софтвер даjе сигуран одговор, онда jе у апрокси-
мациjи одговор потврдан. То значи да ако за неки улаз програм не
даjе одговор (између осталог због тога што се не зауставља), у апрок-
симациjи одговор не може сигурно бити потврдан, па jе онда одговор
,,можда”. Да би се поjам апроксимациjе формализовао, прво jе по-
требно формализовати поjам програма.

2 Скуп путања програма
Нека jе дат jедноставан програмски jезик, чиjе су наредбе halt,

додела, условни скок, улаз и излаз. Скуп ових наредби нека jе означен
са C.

Дефинициjа 2.1. Проı–рам jе пресликавање Prog : K −→ C, где jе
K = {0, 1, . . . , k − 1} ⊂ N.

Другим речима, програм представља низ наредби. Оваj низ на-
редби jе коначан. Приликом извршавања програма, гледа се вредност
броjача (pc), коjи говори коjа се наредба следећа извршава. Нека су
изрази коjи се поjављуjу у програмску jезику изрази с целим броjе-
вима (Z). Нека ρ представља пресликавање променљивих у вредности
(V ar −→ Z). Оно за променљиву x може дати недефинисану вред-
ност, ако jе извршена наредба доделе израза E/0 променљивоj x, где
jе E неки израз, или ако променљивоj x ниjе jош увек додељена вред-
ност. Недефинисана вредност биће означена са ⊥. Сш—ање и–роı–рама jе
уређен пар (pc, ρ). Семантика израза се дефинише на следећи начин:
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1. JxKρ = ρ(x),

2. JE1 + E2Kρ = JE1Kρ + JE2Kρ, итд.

Семантика наредби се дефинише као пресликавање стања програма
(pc, ρ) у ново стање програма (pc′, ρ′) тако да важи:

1. ако jе Prog(pc) додела x := E, онда jе pc′ = pc+ 1, а ρ′ се добиjа
од ρ променом x 7→ JEKρ,

2. ако jе Prog(pc) улаз input x, онда jе pc′ = pc + 1, а ρ′ се добиjа
од ρ променом x 7→ v, за унето v ∈ Z,

3. ако jе Prog(pc) улаз print E, онда jе pc′ = pc+ 1, ρ′ = ρ,

4. ако jе Prog(pc) условни скок if E goto n, онда jе pc′ = n, ρ′ = ρ,
ако jе JEKρ 6= 0, а иначе jе pc′ = pc+ 1, ρ′ = ρ.

5. ако jе Prog(pc) = halt, онда jе pc′ = k, ρ′ = ρ (наредна наредба
jе ван домена пресликавања Prog, што означава његов краj)

Почетно стање програма jе (0, ρ), где jе ρ : x 7→ ⊥. Извршавање
програма jе низ стања (pc, ρ) и таj низ се назива и–уш—ањом и–роı–рама.
У зависности од улаза коjи задаjе корисник, постоjе различите путање
програма. Зато ће семантика програма бити скуп његових путања, за
све могуће улазе.

3 Апроксимациjа
Ако програм задовољава неко своjство, доказивање тога своди се

на доказивање чињенице да све путање програма задовољаваjу неки
услов. Да би се то спровело, скуп путања програма се аи–роксимира
оgозı–о тако што се одабере скуп коjи jе надскуп скупа путања. Речено
jе да због неодлучивости ниjе могуће анализирати своjства софтвера
потпуно прецизно, па се поставља питање коjа jе анализа прецизниjа.
Одговор jе да jе прецизниjа она анализа коjа даjе мањи надскуп скупа
трагова. Свака апроксимациjа скупа путања jе коректна ако jе већа од
наjмање коректне апроксимациjе. Наjмања коректна апроксимациjа
jе, наравно, када се уопште не врши апроксимациjа, већ се узима тачан
скуп путања програма.

Како год да се представљаjу путање програма, односно стања про-
грама, неопходно jе постоjање уређења на том скупу. Зато jе важно
познавати математичку теориjу о уређености скупова.

3.1 Уређење скупова
Дефинициjа 3.1 (Парциjално уређен скуп). Парциjално уређен скуи–
jе уређен пар (S,6), где jе 6 бинарна релациjа за коjу важи:

1. рефлексивност: ∀a ∈ S, a 6 a,
2. антисиметричност: ∀a, b ∈ S, a 6 b ∧ b 6 a =⇒ a = b,

3. транзитивност: ∀a, b, c ∈ S, a 6 b ∧ b 6 c =⇒ a 6 c.

Дефинициjа 3.2. Елемент c ∈ S jе ı–орња ı–раница скупа X ⊆ S ако
jе ∀x ∈ X,x 6 c. Елемент c ∈ S jе gоња ı–раница скупа X ⊆ S ако jе
∀x ∈ X, c 6 x. Елемент c ∈ S jе наjмања ı–орња ı–раница скупа X ⊆ S
ако jе c горња граница скупа X и за сваку горњу границу c′ ∈ S важи
c 6 c′. Елемент c ∈ S jе наjвећа gоња ı–раница скупа X ⊆ S ако jе c
доња граница скупа X и за сваку доњу границу c′ ∈ S важи c′ 6 c.
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Релациjа уређења 6 не мора бити потпуна, тj. ниjе неопходно да
важи ниjедна од релациjа a 6 b, b 6 a.

Дефинициjа 3.3 (Решетка). Решеш—ка jе парциjално уређен скуп
(L,6) такав да за свака два елемента a, b ∈ L постоjи наjмања горња
граница a t b и наjвећа доња граница a u b. Решетка се означава са
(L,6,t,u).

Према дефинициjи решетке, за сваки двочлани подскуп X ⊂ L по-
стоjи наjмања горња граница. Одатле следи да она постоjи за сваки
коначан подскуп елемената. Међутим, то не мора бити случаj за бес-
коначне подскупове.

Дефинициjа 3.4 (Потпуна решетка). Пош—и–уна решеш—ка jе парци-
jално уређен скуп (L,6) такав да сваки подскуп X ⊆ S има наjмању
горњу границу tX и наjвећу доњу границу uX. Специjално, скуп L
тада има наjвећи елемент > = tL и наjмањи елемент ⊥ = uL. Пот-
пуна решетка се означава са (L,6,⊥,>,t,u).

Релациjа 6 има смисао одређивања прецизности, тj. ако jе a 6 b,
онда jе a прецизниjи од b. На пример, интервал [a, b] jе прецизниjи од
интервала [a′, b′] ако jе садржан у њему, тj. ако jе a > a′ и b 6 b′, и
тада пишемо [a, b] 6 [a′, b′]. На пример, у скупу целих броjева можемо
посматрати потпуну решетку интервала

{∅} ∪ {[a, b]| a 6 b, a ∈ Z ∪ {−∞}, b ∈ Z ∪ {+∞}},

уз малу злоупотребу нотациjе да и неограничене интервале ] −∞, b],
[a,+∞[ и ] −∞,+∞[ означавамо са [a, b]. Ту jе 6=⊆, t = ∪, u = ∩,
⊥ = ∅ и > = [−∞,+∞].

Сакупљаjућа семантика jе семантика коjа рачуна скуп могућих
путања. Формално се може дефинисати као

Tr = {s1 → · · · → sn| s1 jе почетно стање, si → si+1 jе дозвољено}.

Скуп достижних стања jе Sr = {s| s1 → · · · → s ∈ Tr}. Скуп свих
путања и стања су уређење релациjом инклузиjе (⊆) и чине комплетну
решетку.

3.2 Галуаове везе
Поjам Галуаове везе jе од изузетног значаjа за повезивање конкрет-

них обjеката са своjим апстракциjама. Више о њима може се пронаћи
у [2].

Дефинициjа 3.5. Нека су (L1,61) и (L2,62) парциjално уређени
скупови. Галуаова веза између L1 и L2 jе уређени пар (α, γ), где су
α : L1 −→ L2 и γ : L2 −→ L1 пресликавања таква да важи

∀x ∈ L1, ∀y ∈ L2, α(x) 62 y ⇐= x 61 γ(y).

Означава се са (L1,61)
γ
�
α

(L2,62). Парциjално уређен скуп (L1,61)

jе конкреш—ан, а парциjално уређен скуп (L2,62) jе аи–сш—ракш—ан. Пре-
сликавање α jе аи–сш—ракциjа, а пресликавање γ jе конкреш—изациjа.

Особине α(x) 62 y и њоj еквивалентна особина x 61 γ(y) значе да
jе y добра апроксимациjа конкретног своjства x. При томе jе α(x) наj-
прецизниjа апроксимациjа x ∈ L1 у L2, а елемент γ(y) jе наjнепреци-
зниjи елемент из L1 коjи се може коректно апроксимирати елементом
y ∈ L2.
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Пример 3.1. Нека jе Z скуп целих броjева и нека jе дата потпуна
решетка P(Z). Jедна апстракциjа [3] ове решетке jе решетка садржи
⊥, c,>, за све c ∈ Z, с уређењем ⊥ 6 c 6 >. Галуаове везе су дате са:
α(∅) = ⊥, α({c}) = c, α(S) = >
γ(⊥) = ∅, γ(c) = {c}, γ(>) = S.

Пример 3.2. Парциjално уређени скуп P(Z) подскупова скупа целих
броjева можемо апстраховати на основу знакова елемената [3]. У овом
случаjу, конкретни скуп jе P(Z), а апстрактни скуп jе P({−, 0,+}).
Галуаове везе су дате са:
α(∅) = ∅,
α(S) = {+}, ако S садржи само позитивне броjеве,
α({0}) = {0},
α(S) = {−}, ако S садржи само негативне броjеве,
α(S) = {0,+}, ако S садржи само нулу и позитивне броjеве,
α(S) = {−, 0}, ако S садржи само нулу и негативне броjеве,
α(S) = {−,+}, ако S садржи и позитивне и негативне броjеве, а не
садржи нулу,
α(S) = {−, 0,+}, ако S садржи и нулу и позитивне и негативне бро-
jеве,
γ(∅) = ∅, γ({+}) = ]0,+∞[, γ({0}) = {0}, γ({−}) = ]−∞, 0[,
γ({0,+}) = [0,+∞[, γ({−, 0}) = ]−∞, 0], γ({−,+}) = ]−∞, 0[ ∪ ]0,+∞[,
γ({−, 0,+}) = Z.
Пример 3.3. Парциjално уређени скуп P(Z) подскупова скупа целих
броjева можемо апстраховати у затворене интервале. У овом случаjу
jе конкретни скуп jе P(Z), а апстрактни скуп jе потпуна решетка ин-
тервала, описана након дефинициjе 3.4. Галуаове везе су дате са:
α(∅) = ∅, α(S) = [minS,maxS] (ако S нема наjмањи, тj. наjвећи еле-
мент, онда jе minS = −∞, односно maxS = +∞),
γ(S) = S, за све S.

Став 3.1. Пар (α, γ) jе Галуаова веза ако и само ако су α и γ мо-
нош—оне, α ◦ γ(y) 62 y и γ ◦ α(x) 61 x.

Доказ овог става може се пронаћи у [1]. Приметимо да се применом
апстракциjе, па конкретизациjе губи прецизност (γ ◦ α(x) 61 x).

Став 3.2. Пресликавање α je ,,на” ако и само ако jе γ ,,1–1” ако и
само ако jе α ◦ γ = Id.

4 Апстрактна интерпретациjа
У овом поглављу видећемо како изгледа апстрактна интерпрета-

циjа програма написаних на jеднноставном програмском jезику датом
у поглављу 2. Преведимо прво семантику тог програмског jезика у
апстрактну семантику.

Семантика Сакупљаjућа сем. Апстракциjа Апстр. сем.
Вредности Z (P(Z),⊆)

γ
�
α

(L,6)

Оператори + : Z −→ Z + : P(Z) −→ P(Z) a] +] b] = α(γ(a]) + γ(b]))

Табела 1: Апстракциjа константи и константних израза

Tабелa 1 представља везу између конкретних врености и њихових
апстракциjа. Коректност апстракциjе вредности x дата са α(x) 6 x],
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или, еквивалентно, x 6 γ(x]). Коректност апстракциjе оператора +
дефинисана jе на следећи начин: +] jе коректна апстракциjа опера-
тора + ако и само ако из α(a) 6 a] и α(b) 6 b] следи α(a+ b) 6 a]+ b].
Ниjе тешко доказати да за оператор +] дефинисан у табели 1 важи
ово своjство.

Следећи корак jе апстраховати пресликавање ρ : V ar −→ Z про-
менљивих у вредности. Ово се врши у два корака. Први корак jе:

P(V ar −→ Z)
γR1
�
αR1

V ar −→ P(Z),

αR1(R1) = λx.{ρ(x)| ρ ∈ R1}, γR1(R
]
1) = {λx.y| y ∈ R]1(x)}. Наиме,

с леве стране су скупови пресликавања променљивих у вредности, а
њих апстрахуjемо пресликавањима коjе свакоj променљивоj додељуjе
скуп свих врености коjе jе та променљива имала у пресликавањима
одговараjућег скупа с леве стране. Овом апстракциjом се губи веза
између променљивих у истом стању програма.

Други корак jе, наравно, прећи са P(Z) на одговараjућу апстрак-
циjу L. Ово се врши на следећи начин:

V ar −→ P(Z)
γR2
�
αR2

V ar −→ L,

αR2(R2) = α ◦ R2, γR2(R
]
2) = γ ◦ R]2. Галуаове везе између скупова

стања и њихове финалне апстракциjе дате су са

P(V ar −→ Z)
γR
�
αR

V ar −→ L,

αR = αR2 ◦ αR1 , γR = γR1 ◦ γR2 .
У табели 2 дат jе опис апстракциjе променљивих и израза с про-

менљивима.

Семантика Сакупљаjућа сем. Апстр. Апстр. сем.
JEKρ ∈ Z JEKR ∈ P(Z) JEK]R] ∈ L
JxKρ = ρ(x) JxK]R] = R](x)
JE1 + E2Kρ = JE1Kρ + JE2Kρ JE1 + E2K

]R] = JE1K
]R] +] JE2K

]R]

Табела 2: Апстракциjа израза с променљивима

При томе, JEKR представља скуп свих вредности израза E за вред-
ности ρ ∈ R, тj. JEKR = {JEKρ| ρ ∈ R}. Коректност апстракциjе из-
раза изражава се на следећи начин: ако jе апстракциjа пресликавања
ρ коректна, онда jе резултат израза коректо апстрахован. Формално,
ако jе αR(R) 6 R], онда jе αR(JEKR) 6 JEK]R]. Наравно, оператори
се мењаjу одговараjућим апстракциjама (нпр. оператор + мења се
оператором +]).

Апстракциjа стања програма дата jе у табели 3.

Семантика Сакупљаjућа сем. Апстр. Апстр. сем.
s : PC × (V ar −→ Z) S : P(PC × (V ar −→ Z))

γS
�
αS

S] : PC −→ ({⊥} ∪ (V ar −→ L)),

Табела 3: Апстракциjа израза с променљивима

Овде jе αS(S) = λpc.α′
R({ρ| (pc, ρ) ∈ S}), а α′

R(R) jе исто што и
αR(R) ако jе R 6= ∅, а α′

R(∅) = ⊥. Наравно, онда jе γ′
R(R) = γR(R)
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за R 6= ⊥ и γ′
R(⊥) = ∅. Конкретизациjа апстракциjе стања програма

дата jе са γS(S]) = {(pc, ρ)| ρ ∈ γ′
R(S

](pc))}. Преостаjе jош да се види
апстракциjа наредби.

1. ако jе Prog(pc) додела x := E, онда jе pc′ = pc+1, а R]′ се добиjа
од R] променом x 7→ JEK]R],

2. ако jе Prog(pc) улаз input x, онда jе pc′ = pc+ 1, а R]′ се добиjа
од R] променом x 7→ >,

3. ако jе Prog(pc) улаз print E, онда jе pc′ = pc+ 1, R]′ = R],

4. ако jе Prog(pc) условни скок if x > 0 goto n, онда jе pc′ = n, а R]′

се добиjа од R] променом x 7→ R](x)u [1,+∞[, или jе pc′ = pc+1,
а R]′ се добиjа од R] променом x 7→ R](x)u ]−∞, 0].

5. ако jе Prog(pc) = halt, онда jе pc′ = k, R]′ = R] (наредна наредба
jе ван домена пресликавања Prog, што означава његов краj)

Коректност апстракциjе изражава се на следећи начин: ако jе (pc, ρ) 7→
(pc′, ρ′) и α({ρ}) 6 R], онда постоjи R]′ такав да jе (pc,R]) 7→ (pc′, R]

′
)

и α({ρ′}) = R]
′.

Пример 4.1. Нека jе дат програм

1: input x
2: if x <= 0 goto 4
3: print 10/x
4: input y
5: print y*y*x
6: halt.

Апстрактна интерпретациjа овог програма jе

1, R] −→ 2, R][x 7→ >]
2, R] −→ 4, R][x 7→ R](x) u ]−∞, 0] ]
2, R] −→ 3, R][x 7→ R](x) u [1,+∞[ ]

3, R] −→ 4, R]

4, R] −→ 5, R][y 7→ >]
5, R] −→ 6, R]

6, R] −→ 7, R].

5 Закључак
У овом раду описана jе теориjска основа апстрактна интерпрета-

циjа програма. Формално jе описан поjам програма, наредбе, фор-
мално jе уведена семантика jедноставног програмског jезика у до-
мену целих броjева, као и поjам скупа путања. Описано jе како се,
због ограничења коjа су последица неодлучивости халтинг проблема,
врши апроксимациjа, како би се вршила верификациjа софтвера с де-
лимично умањеном прецизношћу. Затим су дефинисани математички
поjмови парциjално уређеног скупа, решетке и потпуне решетке, као
и Галуаове везе два парциjално уређена скупа. На краjу jе описано
како се врши апстракциjа програма написаних на датом програмском
jезику.
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