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Sa�zetak

Ovaj tekst predstavlja sa�zetak nau�cnog rada "Expressiveness + Auto-
mation + Soundness: Towards Combining SMT Solvers and Interactive
Proof Assistants"[1]. Prikazan je zna�caj SMT re�sava�ca u ulozi pomo�cnog
alata prilikom interaktivnog dokazivanja teorema. U radu je opisana kom-
binacija interaktivnog dokaziva�ca teorema - Isabelle, i SMT re�sava�ca koji
sadr�zi SAT re�sava�c i procedure odlu�civanja za logiku prvog reda bez kvan-
ti�katora sa jednakostima.
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1 Uvod

Formalni razvoj sistema zahteva izra�zajne jezike za pisanje speci�ka-
cije, ali i alate sa visokim stepenom automatizacije. Kombinovanje ova
dva cilja nije jednostavno, posebno ako se pored toga zahteva i vrlo visoka
garancija ispravnosti.

Deduktivni alati za veri�kaciju sistema mogu biti klasi�kovani prema
njihovoj izra�zajnosti, stepenu automatizacije i garanciji ispravnosti. Ide-
alan alat bi trebalo da se poka�ze dobro u sve tri kategorije: dovoljno
izra�zajan ulazni jezik poput logike vi�seg reda, ili teorije skupova koji bi
omogu�cio konstrukciju modela na prirodan i koncizan na�cin, automat-
ska veri�kacija bi trebalo da rastereti korisnika u �sto ve�coj meri prilikom
izvodenja dokaza, i visoka garancija ispravnosti koja bi dala veliki ste-
pen pouzdanja u dobijeni rezultat. U praksi, ovi ciljevi su u kon�iktu.
Interaktivni dokaziva�ci enkodiraju bogatu logiku, koja je u osnovi vrlo
izra�zajnih jezika za modelovanje. Njihovo okru�zenje za veri�kaciju je
obi�cno izgradeno nad relativno malim jezgrom za koje je na formalan
na�cin dokazana ispravnost, �cime se osigurava da teoreme mogu biti izve-
dene isklju�civo iz eksplicitno navedenih aksioma i pravila. Sa druge strane,
alati za automatsku veri�kaciju poput SMT re�sava�ca imaju �ksiran ula-
zni jezik za izra�zavanje modela, i implementiraju algoritme za automatsku
veri�kaciju za taj jezik. Kako bi dobro skalirali za ve�ce probleme, koriste
se so�sticirane optimizacije. Medutim, na taj na�cin se nenamerno i lako
mo�ze uvesti gre�ska koja mo�ze uticati na ispravnost.

O�cigledno je da bi bilo po�zeljno kombinovati interaktivne i automat-
ske alate kako bismo prilikom veri�kacije iskoristili prednosti oba alata.
U te svrhe, interaktivni dokaziva�ci �cesto pru�zaju pro�sirenja za alate za
automatsku veri�kaciju: dovoljno je izvr�siti prevodenje formule koja se
dokazuje u ulazni jezik alata za automatsko rezonovanje, i pokrenuti taj
alat. Ako se dokaz uspe�sno izvede, dokaziva�c �ce formulu prihvatiti kao
teoremu. Medutim, na ovaj na�cin se i alat za automatsko rezonovanje
uklju�cuje u kod od poverenja (eng. trusted code base), i tako se oslabljuje
garancija ispravnosti. �Cak i da smo spremni da poverujemo u ispravnost
alata za rezonovanje, funkcija za prevodenje formule iz logike vi�seg reda
u logiku prvog reda je netrivijalna, i time se stvara jo�s jedna mogu�cnost
za uvodenje gre�saka.

Jedan na�cin da se problemi izbegnu je da alat za rezonovanje proi-
zvodi nekakav trag (eng. proof traces) kojim bi pokazao smer izvodenja
dokaza, i koji kasnije mo�ze biti proveren nezavisno. �Cesto je proveravanje
ispravnosti samog dokaza mnogo jednostavnije od njegovog pronala�zenja,
tako da bi bilo prihvatljivo da alat za proveravanje postane deo koda od
poverenja. Kombinacija alata pru�za punu izra�zajnost interaktivnog doka-
ziva�ca, uz automatizaciju alata za rezonovanje u njegovom domenu, bez
smanjenja garancije ispravnosti.

Alternativan pristup bi mogao da bude veri�kacija algoritma automat-
skog dokaziva�ca unutar interaktivnog dokaziva�ca teorema, i priklju�civanje
koda �cija je ispravnost dokazana kodu od poverenja. Tako bi se izbegla
potreba za proveravanjem pojedina�cnih dokaza. Ovakav pristup najvero-
vatnije ne�ce rezultovati dobrom implementacijom �cija �ce e�kasnost mo�ci
da se nadme�ce sa dokaziva�cima implementiranim kao visoko-optimizovani
C programi.

U radu je opisana implementacija provere dokaza u sklopu alata Isa-
belle, za procedure odlu�civanja za logiku prvog reda bez kvanti�katora sa
neinterpretiranim funkcijama i predikatskim simbolima implementiranim
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u SMT re�sava�cu HaRVey. Ovaj SMT re�sava�c kombinuje SAT re�sava�c sa
procedurama za odlu�civanje. Ukratko, SAT re�sava�c odr�zava iskaznu ap-
strakciju ulazne formule. Iskazna apstrakcija se dobija tako �sto se atomi
prvog reda zamenjuju iskaznim slovima. Kad god se pronade model za
ovu apstrakciju, posebna procedura odlu�civanja proverava zadovoljivost
dobijene konjunkcije baznih literala u teoriji. Ukoliko je pronadeni mo-
del nekompatibilan sa teorijom, proizvodi se kon�iktna klauza kako bi
se isklju�cila jedna klasa modela. Ovaj proces se nastavlja sve dok se ne
pronade model, u kojem slu�caju je ulazna formula zadovoljiva, ili dok SAT
re�sava�c ne odlu�ci da je iskazna apstrakcija nezadovoljiva.

2 Motivacija za integraciju alata

Motivacija za kombinovanje interaktivnih dokaziva�ca i SMT re�sava�ca
se javila tokom veri�kacije distribuiranih algoritama. Za veri�kaciju je
kori�s�cen Isabelle, i taj formalizam je omogu�cio pisanje razumljivih sistem-
skih speci�kacija. U nekoliko inicijalnih koraka je izvr�seno instanciranje
apstrakcija vi�seg reda, �cime su dobijeni uslovi za veri�kaciju formula pr-
vog reda. Mnogi od dobijenih podciljeva su pripadali domenu automatskih
procedura odlu�civanja. Dokazivanje tih podciljeva je zahtevalo skup lema
�cije dokazivanje je vi�se bilo dosadno nego te�sko. Ugradeni mehanizam
dokaziva�ca za linearnu aritmetiku nije bio u stanju da doka�ze leme auto-
matski, �cak ni nakon manuelnog instanciranja kvanti�katora. Za razliku
od Isabelle, SMT re�sava�cu automatsko pronala�zenje dokaza nije predsta-
vljalo problem. Kori�s�cenjem SMT re�sava�ca kao pro�sirenja interaktivnih
dokaziva�ca, korisnik mo�ze da se skoncentri�se na veri�kaciju na vi�sem ni-
vou, a da dosadne detalje ostavi alatu za automatsko rezonovanje.

3 Rekonstrukcija dokaza

SAT re�sava�ci re�savaju problem zadovoljivosti za iskaznu logiku, i pred-
stavljaju bitnu komponentu SMT re�sava�ca. Za datu iskaznu formulu, SAT
re�sava�c ili pronalazi zadovoljavaju�cu valuaciju, ili prijavljuje da formula
nije zadovoljiva. Moderni SAT re�sava�ci implementiraju DPLL algoritam,
koji je unapreden mnogim optimizacijama poput analize kon�ikata, nehro-
nolo�skih bektrekovanja, dobrih heuristika za grananja, i e�kasnih struk-
tura podataka. Ulaz za SAT re�sava�c je formula u konjunktivnoj normalnoj
formi. Jednostavne konverzije formula u CNF dovode do problema, jer
veli�cina rezultuju�ce formule mo�ze porasti eksponencijalno. S obzirom da
za ovaj problem nije potrebno da rezultuju�ca formula u CNF bude ekvi-
valentna polaznoj, ve�c je dovoljno da bude ekvizadovoljiva, za transfor-
maciju se mo�ze iskoristiti Cajtinova transformacija nakon koje �ce veli�cina
rezultuju�ce formule porasti linearno u odnosu na originalnu formulu.

Kod dokazivanja teorema, pokazujemo da je formula validna tako
�sto poku�savamo da doka�zemo da je njena negacija nezadovoljiva. SAT
re�sava�ci mogu da proizvedu niz koraka koji dovode do nezadovoljivosti,
i to u vidu binarne rezolucije (svaki korak se mo�ze opisati sa dve klauze
koje u�cestvuju u rezoluciji, i literalom na osnovu kojeg se vr�si pravilo rezo-
lucije). Ovaj izlaz iz SAT re�sava�ca se prosleduje Isabelle, gde se vr�si pro-
vera dokaza nezadovoljivosti formule. Problem nezadovoljivosti formule
se svodi na izvodenje kontradikcije iz klauza koje predstavljaju hipoteze.

Na slici 1 su prikazani eksperimentalni rezultati za nekoliko razli�citih
problema. Uspe�sno su rekonstruisani dokazi za probleme sa nekoliko sto-
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tina klauza koji zahtevaju oko 10000 binarnih rezolucija. 'SAT time' pred-
stavlja vreme izvr�savanja SAT re�sava�ca, dok 'Total time' uklju�cuje vreme
koje je bilo potrebno Isabelle da rekonstrui�se dokaz. Mo�ze se primetiti da
je vreme potrebno za samu rekonstrukciju vi�sestruko ve�ce od vremena po-
trebnog za pronala�zenje dokaza, iako je problem pronala�zenja dokaza te�zi.
Pretpostavlja se da je glavni uzro�cnik ovoga slo�zena interna reprezentacija
formula i teorema u interaktivnom dokaziva�cu koje su prilagodene logici
vi�seg reda, i nisu optimizovane za iskaznu logiku.

Slika 1: Vreme izvr�savanja rekonstrukcije dokaza dobijenih SAT re�sava�cem

Integracija SAT re�sava�ca sa Isabelle je klju�cna za podr�sku SMT re�sava�cima
koji obraduju izra�zajnije jezike bez kvanti�katora. SMT re�sava�ci su SAT
re�sava�ci koji rade zajedno sa procedurama odlu�civanja za odredene teorije,
kao �sto je prikazano na slici 2. Informacije koje se razmenjuju na inter-
fejsu su kon�iktne klauze dobijene u proceduri odlu�civanja. Kon�iktne
klauze se izvode zakonima jednakosne logike (re�eksivnost, simetri�cnost,
tranzitivnost i kongruentnost).

Slika 2: Saradnja izmedu SAT re�sava�ca i procedure odlu�civanja

Algoritam za kongruentno zatvorenje odreduje zadovoljivost skupa li-
terala logike prvog reda u teoriji sa neinterpretiranim funkcijama i predi-
katima, i to konstrukcijom klasa ekvivalencije termova. Postoje mnoge im-
plementacije algoritama kongruentnih zatvorenja, naro�cito Nelson-Openovog
algoritma. Slo�zenost tog algoritma je kvadratna. Postoje i e�kasniji algo-
ritmi koji posti�zu asimptotsku slo�zenost O(nlogn).

4



U nastavku je opisana implementacija interfejsa izmedu Isabelle i haR-
Vey. Glavna ideja je da se SAT re�sava�c ne iskoristi za davanje kompletnog
dokaza za dati cilj, ve�c se koristi za generisanje niza lema (kon�iktnih kla-
uza), koje �ce usmeravati Isabelle prilikom pronala�zenja dokaza. Za datu
formulu F, pomenuti interfejs obavlja slede�ce korake:

1. Negacija formule F se konvertuje u SMT-LIB format i prosleduje se
SMT re�sava�cu.

2. Ako je ¬F nezadovoljiva, SMT re�sava�c proizvodi niz formula C1, ..., Cn

(kon�iktne klauze), zajedno sa tragovima dokaza za svaku od kla-
uza. Ako je formula zadovoljiva, interfejs prikazuje model koji je
pronaden od strane SMT re�sava�ca, i izvr�savanje se prekida.

3. U Isabelle se konstrui�se dokaz za svaku od kon�iktnih klauza Ci,
a pronala�zenje dokaza je vodeno tragovima proizvedenim od strane
SMT re�sava�ca.

4. Konstrui�se se dokaz za [¬F ;C1; ...;Cn] ⇒ False.

5. Primenjuje se modus ponens nad formulama dobijenim u prethodna
dva koraka kako bismo do�sli do ¬F ⇒ False, i na taj na�cin se
dokazuje F.

4 Zaklju�cak

U radu je predlo�zena tehnika za kombinovanje interaktivnih dokaziva�ca
teorema i SMT re�sava�ca. Po�sto su dokazi serti�kovani od strane for-
malno veri�kovanog kernela interaktivnog dokaziva�ca, teoreme dokazane
na ovaj na�cin imaju isti nivo garancije ispravnosti kao i teoreme dokazane
isklju�civo interaktivno. Kombinovanje sa eksternim alatom za rezonova-
nje omogu�cava zna�cajno podizanje nivoa automatizacije, uz zadr�zavanje
izra�zajnosti ulaznog jezika interaktivnog dokaziva�ca.
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