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Glava 1

Denotaciona semantika jezika
While

U knjizi |1] je definisan jezik While kao jezik ¢iji su literali logickog tipa
bool (jedine vrednosti su True i False) ili tipa prirodnih brojeva (skup N
je ovde skup brojeva 0,1,...), promenljive mogu imati samo vrednosti iz
skupa N; a jedine naredbe su dodela vrednosti promenljive (z := a), naredba
skip, sekvencijalno izvrsavanje dve naredbe (S; ; S3), i naredbe if-then-else
i while.

Postoji vise nacina za definisanje semantike jezika While: operativna se-
mantika, denotaciona semantika i aksiomatska semantika. Ovde ¢emo prika-
zati samo tabelu sa pravilima za denotacionu semantiku. Pravila denotacione
semantike nalaze se na Slici [L.1] i preuzeta su iz knjige [1]. Funkcija Sy je
semanticka funkcija koja odreduje kako se stanje programa s menja kada se
izvrsi neka naredba (primetimo da su argumenti funkcije zapisani u stilu je-
zika Haskell). Podrazumeva se da su pravila za racunanje aritmetickog izraza
a i logickog izraza b ve¢ poznata i data funkcijama A i B.
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Sulz = als = slz—Alals]
Sa.lskip] id
Sas[51: 52 = Sas[S:z] o Sas[51]
Sy [if b then S, else S3] = cond(B[b], Su[S1]. Su[S2])
Sqs[while b do 9 FIX I
where F' g = cond(B[b], g o Sas[ 5], id)

Slika 1.1: Denotaciona semantika jezika While

Ukratko, pravila su definisana na slede¢i nacin:

dodela promenljive: nakon izracunavanja vrednosti aritmetickog izraza,
stanje programa se menja tako da promenljiva x sadrzi vrednost tog
izraza;

skip: stanje programa se ne menja;

sekvencijalno izvrsavanje: najpre se stanje promeni izvrSavanjem prve
naredbe, a onda se menja izvrsavanjem druge;

if-then-else: funkcija cond bira da li ¢e da se izvrsi naredba u then ili
else grani u zavisnosti od vrednosti aritmetickog izraza b;

while se definise kao najmanja fiksna tacka operatora F', odnosno to
je najmanja (u odnosu na neki pogodno definisani poredak) funkcija g
takva da je Fg = g.

Za detaljniju analizu ove semantike, posebno za problem nalazenja naj-
manje fiksne tacke, referiSemo na knjigu [1].



Glava 2

Primeri dokaza ispravnosti
programa

U ovoj glavi ¢emo dati viSe primera dokazivanja ispravnosti programa
koris¢enjem denotacione semantike jezika While. Najpre ¢emo pokazati kako
se moze dokazati ispravnost nekih jednostavnijih programa, a zatim ¢emo
pokazati dokaz ispravnosti slozenije while petlje.

2.1 Dokaz ispravnosti naredbe dodele

Pretpostavimo da nam je dat program:

x = 1

Ovaj program se smatra ispravnim ako nakon izvrSavanja iz bilo kojeg
pocetnog stanja s, vrednost promenljive x postane 1, a ostalim promenlji-
vama se ne promeni vrednost. Dakle, ispravnost programa se moze zapisati
na sledeéi na¢in: Sys[z = 1]s = &', '(z) = 11 §'(y) = s(y), za sve y # =.
Prvi iskaz kaze da, kada izvrsavamo program z := 1 u pocetnom stanju s,
postoji stanje s’ u kojem ¢e taj program zavrsiti, odnosno naredba z := 1
¢e se izvrsiti. Drugi iskaz kaze da ¢e stanje s’ imati iste vrednosti sa s na
promenljivama koje nisu x, a u x ¢e njegova vrednost biti 1. Kraci zapis za
ova tri iskaza je Sys[z := 1]s = s[z +— 1], gde s[z — 1] odgovara stanju s'.

Dokaz tvrdenja Sy := 1]s = s[z + 1] nije tezak: on sledi iz prvog
pravila denotacione semantike jezika While, koje kaze:
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Sas[z := a]s = slx — A[a]s].

U nasem slucaju, instanca pravila je Sys[z := 1]|s = sz — A[1]s]. Vred-
nost aritmetickog izraza A[1]s je 1, jer a je konstanta koja ne zavisi od sta-
nja s. Dakle, dobili smo Sgs[z := 1]|s = s[z + 1], ¢ime je dokaz ispravnosti
zavrsen.

2.2 Dokaz ispravnosti dve naredbe dodele

Predimo na nesto slozeniji primer: sekvencu dve naredbe dodele. Neka je
program c¢iju ispravnost dokazujemo sledeéi:

x = 1; y = x — 1.

Program je ispravan ako nakon izvrsavanja iz bilo kojeg pocetnog stanja
s, vrednost promenljive = postane 1, a vrednost promenljive y postane 0 (jer
x = 1 nakon izvrsavanja prve naredbe, pa je x — 1 = 0). Dakle, program je
ispravan ako vazi iskaz:

Sas[r =1y := a2 — 1]s = s[x — 1][y — 0].
Primetimo sekvencijalnu primenu [-]: to je isto kao da kazemo da postoje

s(t), t#w (1) — {sf(t), t#y

stanja s’ i §” takva da je §'(t) =

1, t==x 0, t=vy’
s(t), t#x,y
odnosno §”(t) = < 1, t=2x
0, t=y

Dokaz ispravnosti sekvencijalne naredbe svodi se primenu pravila seman-
tike za sekvencijalne naredbe. U nasem slucaju, dobijamo jednakost:

Sas[r =1y == — 1]s = Susy := v — 1](Sgs[x := 1]s).

Na osnovu prethodnog primera, dobijamo da je Sys[z := 1]s = s[x + 1].
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Dakle, potrebno je dokazati da vazi:

Sasly =« — 1](s[x — 1)) = s[x — 1][y — 0].

Ovime je zapravo problem sveden na ispravnost naredbe dodele y := x — 1.
Mozemo primeniti pravilo naredbe dodele, ¢ime dobijamo:

Sasly =« — 1](s[x — 1]) = s[x — 1][y — Az — 1](s]x — 1])].

Posto je u s[x — 1] vrednost od = jednaka 1, dobijamo da je:

Alz — 1](s]x — 1]) =0,

na osnovu cega sledi da je:

Sasly =z — 1](s[x — 1)) = sz — 1][y — 0].

Odavde sledi tvrdenje koje je trebalo pokazati.

2.3 Dokaz ispravnosti if-then-else naredbe

Neka je dat program:

if x%2=0
then y := 0
else y =1

Tvrdimo da ¢e, nakon izvrSsavanja programa u bilo kom stanju s, pro-
menljiva y imati vrednost 1 ako je s(x) neparan broj, a vrednost 0 ako je
s(z) paran broj. Ozna¢imo ceo ovaj program sa S. Tvrdenje koje zelimo da
dokazemo je:
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Sas[S]s = ¢,
s(t), t#y
st)y=+<1, (t =y) A (s(z) je neparan)
0, (t =y) A (s(z) je paran)
Ovde mozemo upotrebiti pravilo semantike za if-then-else naredbu. Na

nasem primeru, kada razmotamo definiciju funkcije cond, dobijamo jedna-
kost:

Sasly == 0]s, B[x % 2 = 0]s = true

Sas[S]s = {Sdsﬂy =1]s, B[x % 2 = 0]s = false.

Ovime se dokaz svodi na dokaz ispravnosti naredbe dodele i izracunavanja
izraza x % 2 = 0. Na osnovu prvog primera, mozemo Sys[[y := 0]s zameniti
sa sly — 0], a Sys[y := 1]s sa s[y — 1]. Izraz B[x % 2]s se svodi na evalu-
aciju aritmetickog izraza x % 2, odnosno evaluaciju izraza a = A[x % 2]s, i
logickog izraza a = 0. Kada evaluiramo aritmeticki izraz dobijamo:

a=Alx % 2]s = {1’ s(x) je neparan

., s(z) je paran.

Odavde dobijamo:

true,  s(z) je paran

false, s(x) je neparan.

B[[X%2:0]]s:{

Kada to ubacimo u jednakost za evaluaciju programa .S, dobijamo:

sly — 0], s(x) je paran
sly — 1], s(x) je neparan.

Sds[[S]]S == {

Izraz sa desne strane jednakosti je neko stanje s” u koje program dospeva
nakon izvrsavanja. Ostaje da se pokaze da je s'(t) = s”(t), za sve promenljive
t. Ovo se svodi na tri slucaja:
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1. t # y: tada je s'(t) = s(t). Primetimo da je s[y — 0](t) = s(t), kao i
sly — 1](t) = s(t). Odavde je §'(t) = s"(t);

2. t =y1is(x) je paran: u ovom slucaju je s'(t) = 01 s"(t) = sy — 0](t) =
0, pa je s'(t) = s"(1);

3. t =y i s(x) je neparan: u ovom slucaju je s'(t) = 11 s"(t) = sly —
1](t) =1, pa je §'(t) = s"(t).

Ovime je dokazana ispravnost ovog programa.

2.4 Dokaz ispravnosti while programa

Neka je dat naredni program:

x = 0
while x < 3
do (x = x + 1)

Ovaj program rac¢una sumu 0 + 1+ 1+ 1 = 3. Cilj je da to dokazemo
formalno upotrebom denotacione semantike. Ceo program oznacimo sa S,
naredbu x := 0 sa Sp, a while naredbu sa S;. Primecujemo prvo da je S =
S1; 9. Tvrdimo da vazi:

SdSﬂSl;Sg]]s = 8[1’ —0+1+ 2]

Najpre upotrebljavamo pravilo sekvencijalne naredbe:

Sds [[Sl; SQ]]S = Sds[[Sg]](Sds [[51]]3)

Posto je Sy naredba dodele, mozemo izraz Sy[S1]s zameniti sa s[z +— 0.
Tako dobijamo jednakost:

Sus[S1; Sa]ls = Sas[Sa] (] — 0)).
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S, je while naredba. Semantike while naredbe je definisana preko naj-
manje fiksne tacke operatora F', definisanog ispod:

Fos' — g(Sus[x == x4+ 1]¢"), Bz < 3]s = true,
9= s, Bz < 3]s' = false.

Primetimo prvo da izraz Syfr := x + 1]s mozemo zameniti izrazom
slx — s(z) + 1]. Takode, mozemo B[z < 3]s = true zapisati kao s(z) < 3, a
Bz < 3]s = false kao s(x) > 3. Tako dobijamo jednostaviji izraz za F:

s, s'(z) > 3.

Fgs = {9(8’[1’ s s(z) + 1)), s(x) <3

Sada mozemo analizirati celu while petlju. Kao sto je pokazano u knji-
zi [1], najmanja fiksna tacka se moze odrediti iterativhom procedurom iz-
ratunavanja F" 1= F(F"1 1), gde je F* 1 =1, asa | oznacavamo funkci-
ju koja svakom stanju dodeljuje vrednost undef. Vrednost undef je oznaka
za nedefinisano stanje programa. Dakle, 1 je program koji nema jasno defi-
nisano stanje posle izvrsavanja.

Ovde je potrebno izracunati F 1 u stanju u kojem ulazimo u petlju.
Ovde je to stanje s[z +— 0], jer je to rezultat naredbe S;. Izracunajmo prvo
F 1 ¢. Kada je §'(x) < 3, primenjujemo operator ¢ =1 na stanje s'[z —
s(x)+1], ali L za svako stanje vraca vrednost undef. Ako je s(x) > 3, vraca
se stanje s[xz +— s(x) 4 1]. Dakle, dobili smo naredni izraz za F 1 s

7l undef, s'(x) <3
S =
s, s'(z) > 3.

U stanju s[z +— 0], vrednost od F' L je undef. Nastavljamo dalje. Sada
izracunavamo F(F 1)s = F? | s'. Kada primenimo F na (F 1)s’, dobijamo
izraz:

F(F J_)S/ _ {F 1 3/[1‘ — S/(ZL‘) + 1]7 S/(ZL’) <3

s, s'(x) >3
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Sada mozemo da razmotamo definiciju od F' 1 s’ da dobijemo:

undef, s'(z)+1<3
F?ls=( sz +1], ) +1>3
s, s'(x) > 3.

Ovo se moze dalje pojednostaviti:

undef, s'(z) <2
F?ls=( sz @) +1], s >2
s s'(z) >3

Kada primenimo F? | s na s[z — 0], takode dobijamo undef. Nasta-
vljamo dalje: izracunavamo F? 1 s’. Dobijamo jednakost:

g F? 1§z s(x)+1], §(x) <3,
s, s'(z) > 3.

Slicno kao u prethodnoj iteraciji, mozemo da razmotamo definiciju od
F? 1 da dobijemo jednostavniji izraz:

undef, s(z)+1<2

s - (s'|x = &(x) + 1)z — [x— () + 1](x) + 1], §(x)+1=
sz — §'(x) + 1], (s'(x)+1>3)As'(x) =3
s, §'(x) > 3.

Ovaj komplikovan izraz na drugoj grani se moze pojednostaviti na s'[z —
§'(x) + 2]. Nakon pojednostavljivanja izraza na granama, dobijamo:

undef, s(x) <1
('[x— §'(x) +1])[x — = &(z)+ 1(x) + 1], §(x)=1
s'lx — §'(z) + 1], s'(x) =2

(z) =3

s, s’

F3ls=
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Ako nastavimo dalje, u sledecoj iteraciji dobijamo:

(undef, s'(x) <0,
s'lz 3], §(x)=0,
F'ls=<{srw2, ) =1,
e —1], §(x)=2,
G s'(z) > 3,

Ovde ako ubacimo s = sz +— 0], dobijamo s[z + 0][z +— 3] = s[z — 3].
Mozemo primetiti da dalje iteracije ne uticu na slucaj s'(x) = 0, odavde
dobijamo da je F™ L (s[z + 0]) = s[z — 3|, pa zakljucujemo da vazi:

Sas[Se] (s[z — 0]) = s[x — 3],

¢ime je tvrdenje koje smo hteli da pokazemo dokazano.

2.5 Dokaz ispravnosti sloZzenije while petlje

U ovoj sekciji ¢éemo dokazati ispravnost programa za racunanje sume par-
nih brojeva od 0 do n. Program definiSemo kao niz naredbi na slede¢i na
sledeé¢i nacin:

y = 0;
while x > 0
do (

(if x %2 =0
then y = y + x
else skip) ;
x (= x — 1

Treba dokazati da, za sve n € N, ako ovaj program pocne u stanju s u
kom je x = n, nakon §to se ovaj program izvrsi, vrednost promenljive y ¢e
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biti jednaka O + 2 4 ... + n ako je n paran broj, a ako je n neparan broj,
onda ¢e vrednost od y biti jednaka O +2+ ... +n — 1.

Ozna¢imo ceo program sa S i neka je pocetno stanje s u kojem je x =
n. Ono $to mozemo na pocetku primetiti jeste da je ova naredba zapravo
naredba sekvencijalnog izvrsavanja naredbe dodele y := 0 i while naredbe.
Ozna¢imo ova dva potprograma sa S7 i S3. Na osnovu pravila semantike,
vazi:

Sds[[S]]S = Sds[[Sl ¢ SQ]]S = Sds[[S2]](Sds|ISI]]5)-

Sada mozemo sa s; oznaciti vrednost Sgs[S1]s = Sus[y := 0]s = {z —
n,y +— 0}. U poslednjem koraku smo primenili pravilo dodele vrednosti na
promenljivu y i aritmeticki izraz 0. Dakle s; = {x + n,y — 0}. Potrebno je
dalje dokazati da ¢e, nakon izvrSsavanja naredbe S5 na stanju s, promenljiva
y dobiti vrednost 0 + ...+ n, ako je n paran, a inace 0+ ...+ n — 1, ako je
n neparan broj.

Program S5 se sastoji od jedne while naredbe. Oznac¢imo sve ono posle
do u zagradama sa S3. Na osnovu pravila semantike, definiSemo operator F
izrazom:

Fs { 9(Ss[S515), s(z) >0
s, =0
Ovaj izraz vazi za sve g i s.
Program Sj se sastoji od naredbe sekvencijalnog izvrsavanja if-then-else
naredbe i naredbe dodelje promenljive. Na osnovu tog zapazanja i pravila
semantike, dobijamo naredni izraz:

) sly = s(y) +s(@)][r e s(z) — 1], s(z) =20
Sas[Ss]s = {s[x — s(x) — 1], s(x) =91

Ovaj izraz vazi za sve s. Dakle, ako je vrednost promenljive x paran broj,
onda se izvrsava then grana i menja se vrednost promenljive y, pa se zatim
izvrSava naredba dodele z := x — 1 i menja se vrednost promenljive z; ako
je vrednost promenljive = neparan broj, onda se izvrsava else grana (ona
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je skip, pa se ne menja stanje programa), nakon Cega se izvrSava naredba
dodele z := x — 1 i menja se vrednost promenljive z.

Sada mozemo analizirati izvrSsavanje while naredbe. Kao $to smo ranije
spomenuli, ovo se svodi na izrac¢unavanje izraza F™ 1. U naSem slucaju,
potrebno je iterativno primenjivati funkciju F' sa argumentima g =1 1 s = s1.
Dobijamo slede¢i niz jednakosti:

F° 1 s, = undef,

Ul — {undef, s(x) >0
s1, s(z) =0
FU L (sifly = s1(y) + s1(2)][z — s1(x) — 1]), s1(z) =2 0 A si(z) >0
F? 1L sp =< F' L (s1[x > s1(z) — 1)), s1(x) =3 1A si(z) >0
S1, s1(z) =0

Sada ¢emo analizirati svaku od grana u F? L s;. Primetimo da je F} L s
jednako undef ako i samo ako je s(x) > 0. U prvoj grani, stanje od s; se
menja tako da se x smanji. Medutim, iz uslova s;j(x) =5 01 si(x) > 0,
zakljucujemo da je s1(x) > 2, pa ¢e i posle smanjivanja vrednost promenljive
x biti veca od 0, zbog ¢ega se u prvoj grani vraca vrednost undef. U drugoj
grani, ako je s;(x) = 1, onda ¢e nakon smanjivanja vrednost promenljive x
biti 0 i zbog toga je u ovom slu¢aju F? 1 s; = s;[x + 0]. U suprotnom,
ako je s1(x) =2 11 s1(x) > 1, rezultat ¢e biti undef. U tre¢oj grani se samo
prosleduje vrednost od s;. Dakle, dobijamo jednakost:

undef,  si(x) 22,
F? 1L s ¢ sz 0], sy(z)=1
S1, s1(x) =0

Nastavljamo dalje sa iteracijom: racunamo F? 1 s;. Slicnom analizom
kao za slucaj F? L s;, dobijamo jednakost:

undef, s1(z) > 2

[ sily — 0+ 2|z — 1][x — 0], s1(z) =2
! s1lx — 0], si(x) =1

51, s1(z) =0
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Izraz na drugoj grani se moze pojednostaviti: s1[y — 0 + 2|[z — 1][x —
0] = s1ly — 0+ 2][z — 0].
Na slican nac¢in se dobija izraz i za F3 L s1:

undef, s1(z) >3
sile = 2)[y = 0+ 2][x — 0], s1(z) =3
F* 1L sy =< sy 042z — 1)z 0], si(z) =2
s1[z +— 0], si(z) =1
51, s1(z) =0

\

Moguée je drugu granu pojednostaviti na si[y — 0+ 2][z — 0] i treéu
granu pojednostaviti na s;[y — 0+ 2|[z — 0].

Ovde ve¢ mozemo uociti pravilo. Ako nastavimo istu proceduru, indukci-
jom mozemo zakljuciti sledece:

undef, si(x) >n—1
F'lsi=<s1ly—=0+2+...+2k][r— 0], si(z)=2kA2k<n
sily = 04+2+ ...+ 2k][x — 0], si(z)=2k+1A2k+1<n

Odavde, kada pustimo n da tezi oo, dobijamo izraz za FIX L si:

o

sily = 0+2+ ... +2k|[z = 0], si(z)=

FIXF 1 s = { ' 2
sily = 042+ ...+ 2k][x — 0], si(z) =2k+1
Sada mozemo ovo iskoristiti tako Sto primetimo da je Sgs[S]s = Sas[S2]s1 =
FIXF 1 s;.Dakle, kadaje s(x) = s1(z) = n = 2k+1, onda je (Sys[S]s)(y) =
0+2+...4+ (n—1); kada je s(z) = s1(z) = n = 2k, onda je (Sy[S]s)(y) =
0+2+...+n. Ovime je dokazana ispravnost naredbe S.
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