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1 Uvod

Kvantno racunarstvo je jedna od novijih oblasti racunarstva ¢ije prednosti
u odnosu na klasiéno racunarstvo su pocele da se otkrivaju 90-tih godina
proslog veka kroz radove Dojca i Joze [5], Bernstajna i Vaziranija [4], Sajmona
[12], Grovera [7] i Sora [10] i [11].

Tako su kvantno i klasi¢no rac¢unarstvo ekvivalentni u smislu da je ista
klasa problema reSiva na oba modela racunarstva, postoje neke sustinske
razlike u radu kvantnih racunara u odnosu na klasicne:

1. Klasi¢na stanja su bitovi 0 i 1.

Kvantna stanja su vektori |0) = <O i1) = (?) i bilo koja linearna
kombinacija «|0) + ]1) sa kompleksnim koeficijentima «, 3, gde je
l|a|[? + ]| B8]|* = 1. Dakle, kvantni racunar dozvoljava i stanja izmedu 0
i 1. Kvantna stanja se nazivaju kubiti. Vektori v koji odreduju kvantna
stanja se beleze |v), a konjugovani transponat od |v) se obelezava sa

(v].

2. Na klasicnom racunaru su operacije logicka kola, a na kvantnom su
unitarne transformacije [[]

!Unitarna transformacija je odredena unitarnom matricom. Unitarna matrica M je ona
za koju vazi MMt =11 M'M = I, gde je M konjugovani transponat matrice M, a I je

s . 1 0
jedini¢na matrica (0 1)



3. Citanje podataka na klasicnom racunaru je deterministicka operacija
koja vraca trenutno stanje i trenutno stanje se ne menja posle ¢itanja.

Na kvantnom racunaru se jedino mogu procitati osnovna stanja |0) i
11): |0) sa verovatnocom ||a||?, |1) sa verovatno¢om ||3]|>. Nakon citanja
¢e kubit zavrsiti u proc¢itanom stanju.

4. Sistem od vise bitova se uvek moze zapisati kao konkatenacija stanja
pojedina¢nih bitova na klasicnom racunaru.

Na kvantnom racunaru, konkatenacija stanja je primena operacije ten-
zorskog proizvoda ® nad pojedina¢nim kubitima E] Postoje sistemi od
viSe kubita koji se ne mogu predstaviti kao tenzorski proizvod pojedi-
nacnih kubita. Glavni primer je stanje |®7) = \/Li(|0) ®10)+|1) ®[1)).

Za bilo koji izbor vektora |v) = (Zl> i|w) = (lel> , jednacina |[®T) =
2 2

|v) ® |w) nema resenja. Pojava da se kvantno stanje sistema od vise
kubita ne moze predstaviti kao tenzorski proizvod pojedina¢nih kubita
se naziva kvantno sprezanje (eng. quantum entanglement).

5. Na klasicnom racunaru je moguce kopirati stanje nekog sistema.

Na kvantnom rac¢unaru nije moguce napraviti kopiju nepoznatih kvant-
nih stanja. Intuitivno, to je zato sto bismo morali da proc¢itamo kvantno
stanje sistema, a time dobijamo samo deo informacije. Nakon ¢itanja,
sistem se menja i dalje nije moguce izvuci korisne informacije o pret-
hodnom stanju sistema. Formalan dokaz za nemoguc¢nost kloniranja se
nalazi u radu [14].

Kvantna informatika je oblast kvantnog racunarstva koja se bavi slanjem
informacija koriséenjem kvantnih i klasi¢nih kanala. Klasi¢ni kanal je onaj
koji prosleduje bitove, a kvantni onaj koji prosleduje kubite. Jedan od naj-
poznatijih algoritama iz kvantne informatike je algoritam kvantnog telepor-
tovanja [3]. Takode, poznati su i neki protokoli iz kvantne kriptografije, od
kojih je protokol BB84 [2] jedan od najstarijih.

Zbog pojave kvantne spregnutosti i potrebe da se barem neka informacija
dobije o stanjima pojedina¢nih kubita u spregnutim stanjima, u kvantnoj in-
formatici se koristi drugacija formalizacija kvantnih stanja. Umesto vektora,

2Za definiciju tenzorskog proizvoda, pogledati ubzenike iz linearne algebre, na primer

(9]



stanje kvantnog sistema od jednog ili vise kubita se zapisuje kao ermitska|
matrica A dimenzija 2" x 2™ (n je broj kubita u sistemu) ¢iji je trag 11 za
koju vazi osobina pozitivnosti: za sve |v) vazi (v| A|v) > 0. Matrica A se
naziva matricom gustine (eng. density matriz). Vise o matricama gustine se
moze nadi u relevantnim udzbenicima iz kvantnog racunarstva, na primer [g].

Ovde ¢emo prikazati kako se, imajuci u vidu razlike izmedu kvantnog i kla-
si¢nog racunarstva, i reprezentaciju kvantnih stanja pomoc¢u matrica gustine,
mogu preurediti tehnike proveravanja modela zasnovanih na Markovljevim
lancima za verifikaciju protokola iz kvantne informatike. Jedan od glavnih
radova iz te oblasti je rad [6] autora Juana Fenga, Nengkuna Jua i Mingseng

Jinga.

2 Markovljevi lanci

Markovljevi lanci su detaljno izucavana oblast koja je, osim u verifikaciji
probabilistickih sistema, nasla primenu i u drugim oblastima racunarstva.
Jedan od poznatih primera primene Markovljevih lanaca je derandomizacija
probabilistickih algoritama i generisanje efikasnijih procedura za poboljsanje
verovatnoce uspeha kod takvih algoritama. Za te primene Markovljevih la-
naca, pogledati pregled [I3] koji je dao profesor Salil Vadan.

Markovljev lanac karakterisu naredni elementi:

e skup stanja: to mogu biti stanja nekog programa. Na primer, stanje
programa moze biti definisano kao skup promenljivih sa njihovim tre-
nutnim vrednostima, zajedno sa narednom naredbom koja se izvrsava
na racunaru.

e prelazi izmedu stanja obelezeni nekim brojem 0 < p < 1: opisuju kako
se iz jednog stanja sistema prelazi u drugo. Broj p ovde oznacava ve-
rovatnoc¢u da se prelaz desi. Recimo, bacanjem novcica odlucujemo da
li je naredna naredba z+ = 1 1ili je to x— = 1 sa verovatno¢om 0.8 za
prvi dogadaj i 0.2 za drugi.

e skup inicijalnih stanja sa dodeljenim verovatnocama da sistem pocne u
tom stanju

3Matrica M je ermitska ako je MT = M.



e skup atomskih logickih formula: to su prosti iskazi koji mogu da vaze
ili da ne vaze u stanjima. Recimo,  # 0 je atomska formula i ona ne
vazi u stanju gde je x = 0, a vazi u stanju gde je r = 2.

e funkcija koja mapira skup stanja u podskup atomskih formula koje u
njemu vaze.

Jedno lepo svojstvo Markovljevih lanaca, a koje vazi u velikom broju
situacija, jeste Cinjenica da oni ne pamte prethodna stanja. To znaci da na
verovatnocu prelaza iz stanja s u stanje ¢ ne uticu prethodni prelazi koji su
doveli do stanja s. To znaci da su ti dogadaji zapravo nezavisni, sto olaksava
racunanje verovatnoca slozenijih dogadaja, kao sto je "da li je skup stanja B
dostizan iz pocetnog stanja”.

Za verifikaciju sistema zasnovanim na Markoljevim lancima, postoji lo-
gicki jezik PCTL. Jezik PCTL je skracenica za Probabilistic Computational
Tree Logic, odnosno Probabilistic CTL. On predstavlja ekstenziju jezika CTL
koja obuhvata i iskaze vezane za verovatno¢u da se neki dogadaj dogodi (ili
ne dogodi) tokom izvrsavanja. Jezik PCTL se zasniva na formulama stanja
i formulama puta. Formule stanja ® mogu biti oblika:

e a, gde je a atomska formula,

o &) A Dy, gde su ®; formule stanja,

o —® gde je ® formula stanja,

e Pj(¢), gde je ¢ formula puta i J je neki podinterval od [0, 1].
Formule puta mogu biti oblika:

e (O, za formulu stanja P,

o &,UD,, za formule stanja P,

o O, US"D,y, za formule stanja ;.

Da li formula stanja ® vazi u stanju s se definiSe rekurzivno:
e ¢ vazi u s ako atomska formula a vazi u s,

o & N Dy vazi u s ako ®; vaze u s,

e =P vazi u s ako ® ne vazi u s,



e P;(¢) vaziu s ako je verovatnoca da formula ¢ vazi na proizvoljnom bes-
kona¢nom putu koji pocinje u s i ide kroz Markovljev lanac u intervalu
J. Da bi verovatnoce ovakvih dogadaja mogle da se mere, potrebno je
zadati sigma algebru skupova, pocevsi od nekih elementarnih dogadaja i
kvantnifikovanjem verovatnoca da se oni dogode. Elementarni dogadaji

su "beskonacan put pocinje sa s1,S9,...,5,", za sve n € N, odnosno
skupovi C'yl(s1sy...s,) = {m € Paths|r[j] = s;,1 < j < n} su elemen-
tarni dogadaji za sve n € N i proizvoljne sq, ss, ..., s,. Ovakvi skupovi

se nazivaju i cilindriéni skupovi. Verovatnoca elementarnih dogadaja se
racuna tako Sto se pomnoze verovatnoce odgovarajuc¢ih grana na tom
putu sa verovatno¢om da put pocinje u s;. Dakle, to bi bio proizvod
Dsn_1—ssn - - - Ps1—saDinit(s)- Ostali dogadaji se definiSu na osnovu ovih i
postoje detaljno opisane procedure za izracunavanje tih verovatnoca u
knjizi [1].

Da li formula puta ¢ vazi na beksonacnom putu 7 se definise rekurzivno:

e (O vazi na m ako formula ® vazi na drugom stanju tog puta. Dakle,
ako je put m = sy, S9, ..., onda formula ()® vazi na 7 ako ® vazi u
stanju s,. Ova formula je bez izmena preuzeta iz jezika CTL i naziva
se next operator.

o &;UP, vazi na m ako postoji neko stanje s; na tom putu na kom vazi
®,, a na stanjima pre s; na tom putu uvek vazi ®;. Ova formula je bez
izmena preuzeta iz jezika CTL i naziva se until operator.

o ©,U/<"P, vazi na 7 vazi na T ako postoji stanje s;, za j < n, na tom
putu na kom vazi ®,, a na stanjima pre s; na tom putu uvek vazi ®;.

Postoje poznati algoritmi koji proveravaju da li formula iz jezika PCTL
vazi. Osnovna ideja je da se koristi rekurzivna struktura PCTL formula stanja
i formula puta tako Sto se prvo izracunaju skupovi stanja na kojima vaze
potformule, nakon ¢ega se potformule zamene atomskim formulama koje vaze
na stanjima na kojima vaze te potformule. Na primer, ako formula ®; vazi u
stanjima p, ¢, r, onda mozemo formulu ®; zameniti atomskom formulom a;
i Markovljev lanac preurediti tako sto se stanjima p, ¢, dodaje formula a;.
Tako se postepeno problem ra¢unanja formule olaksava. Na primer, lakse je
odrediti koji skup zadovoljava formulu a; A as nego ®; A ®s.



3 Kvantni Markovljevi lanci

Da bi se ispostovale razlike koje kvantno racunarstvo ima u odnosu na
klasi¢no, osmisljen je kvantni Markovljev lanac i logicki jezik QCTL. Intui-
cija iza kvantnih Markovljevih lanaca je ista kao i kod obi¢nih Markovljevih
lanaca. Stavise, kvantni Markovljev lanac moze da se posmatra kao uopstenje
Markovljevih lanaca.

Klju¢na izmena Markovljevog lanca je to $to na granama izmedu stanja
nije broj p, ve¢ se na granama nalaze linearna preslikavanja koja preslikavaju
prostor matrica u prostor matrica. Takva preslikavanja se zovu nadoperatori
(eng. superoperator), jer matrica se posmatra kao linearni operator, a onda
operator koji slika operator u operator je nadoperator. Biraju se nadopera-
tori, jer kvatna stanja nisu vektori kolona, ve¢ su matrice. Zato operacije
mnozenja unitarnom transformacijom i kvantno merenje ne mogu vise biti
obi¢ne matri¢ne operacije kao do sada, ve¢ se podizu na nivo nadoperatora.

Ako sistem polazi iz stanja @), njegovu evoluciju mozemo opisati kao suk-
cesivnu primenu nadoperatora. Dakle, svaki put u kvantnom Markovljevom
lancu odgovara sukcesivnoj primeni nadoperatora Q,Q,, 1 ... Q1Q). E]Glavna
ideja je da trag matrice 9,9, ... @1Q opisuje verovatnoc¢u da beskonacan
put pocinje u stanju @ i da u prvih n koraka primenimo operatore Q;. Ele-
mentarni dogadaji su isti kao i kod Markovljevih lanaca, samo Sto sada ne-
mamo proizvod verovatnoca na granama kao meru verovatnoce, ve¢ imamo
proizvod nadoperatora sa pocetnim stanjem. Dakle, umesto da verovatnoca
nekog dogadaja bude broj, ona ¢e biti operator. Ovo se moze primeniti u
verifikaciji tako sto se definise jezik QCTL (Quantum CTL), koji predstavlja
ekstenziju jezika CTL.

Jezik QCTL je jako slican jeziku PCTL: jedina izmena je sto se u QCTL-u
P;(¢) menja sa Q<¢g(¢) 1 Q>¢(¢), gde je £ proizvoljni nadoperator. Relacija
Q < & se definise tako da vazi ako, za sva kvantna stanja ¢, Tr(Q(q)) <
Tr(E(q)). Slicno se definise 2, a ako vaze obe relacije, onda pisemo Q ~ &.
Dakle, Q<¢(¢) kaze “verovatnoca da na proizvoljnom putu 7 koji pocinje sa
kvantnim stanjem ¢ vazi formula puta ¢ nije veca od Tr(E(q))”. Na primer,
formula ¢ moze da tvrdi “ovaj protokol se nikada neée prekinuti” ili “desice
se da ¢emo se nekada u buduénosti nac¢i u stanju gde je kubit ¢ u stanju ¢”.
Formula Q<¢(¢) onda tvrdi “ovaj protokol se nece prekinuti sa verovatnocom

4Kompoziciju nadoperatora pisemo kao proizvod, jer su i nadoperatori linearni opera-
tori, pa imaju svoju matricnu reprezentaciju.



manjom od Tr(E(q))” ili “sa verovatno¢om manjom od Tr(E(q)), desice se
nekada u buduénosti da ¢e stanje kubita ¢ biti ¢”. Razlog zasto umesto kon-
kretnog intervala stoji nadoperator £ je sto je moguce porediti nadoperator
putanje Q,Q, _1...Q; sa £. Ovde je trag matrice klju¢an, a izbor nadope-
ratora £ nije bitan. Moze se, bez narusavanja cele ove strukture, £ zameniti
bilo kojim drugim nadoperatorom c¢iji je trag u pocenim stanjima sistema
onaj koji trazimo.

Da bi se proverilo da li QCTL formula vazi za neko pocetno stanje, ko-
riste se slicne tehnike kao i u proveravanju modela u PCTL jeziku. Razlike
koje dolaze iz ¢injenice da koristimo nadoperatore umesto konkretnih broje-
va za verovatnoce se mogu uskladiti koriséenjem tehnika iz [6]. Glavni pro-
blem je bio izracunavanje nadoperatora koji opisuju dogadaje O®, &1U Py
i ®U="P, u kvantnom Markovljevom lancu. Autori su nasli proceduru za
izracunavanje jednostavnijeg nadoperatora koji je ~-ekvivalentan sa nado-
peratorom dogadaja. To znaci da se rac¢unanje verovatnoce moze resiti sada
tako sto se nade vrednost pocetnog stanja kvantnog programa u tom jedno-
stavnijem operatoru, pa se od rezultata uzme trag matrice. Ostalo je sve isto
kao u PCTL-u.

Ovaj pristup je implementiran u alatu IscasMC. Alat je dostupan na
linku |https://tis.ios.ac.cn/tool/qme/| U alatu je definisan poseban jezik za
opisivanje kvantnih programa, odgovarajuc¢ih nadoperatora i zahteva u vidu
logickih iskaza u jeziku QCTL.

4 Zakljucak

U ovom radu smo videli kako se tehnike modelovanja i proveravanja mo-
dela pomoéu Markovljevih lanaca i jezika PCTL mogu preraditi da bi se
dobile efikasne procedure za proveravanje kvantnih programa. Prikazan je
kvantni Markovljev lanac i objasnjene su sli¢nosti sa klasicnim Markovlje-
vim lancima. Takode je obraden jezik QCTL i dat je opis tehnika koris¢enih
da se proveri da li formula u tom jeziku vazi.
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